Grafoveé algoritmy

Programovaci techniky



Grafy — Uvod - Terminologie

Graf je datova struktura, sklada se z mnoziny vrcholu “V”
a mnoziny hran mezi vrcholy “E”

Pocet vrcholl a hran musi byt koneCny a nesmi byt
nulovy u vrcholu ani u hran

Grafy
— Orientované — hrana (u,v) oznacena Sipkou u->v
— Neorientované — pokud ex. (u,v), existuje také
(V,u)
Souvislost — graf je souvisly, jestlize pro vsechny v(i) z V
existuje cesta do libovolného v(j) z V, nesouvisly graf je
rozdelen na komponenty

Strom — graf, ve kterem pro kazdeé 2 vrcholy existuje
prave jedna cesta



Grafy — Uvod - Terminologie
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Grafy — Uvod — Reprezentace grafu
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Grafy — Uvod — Reprezentace grafu

FIGURE 12.10
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Grafy — Uvod — Reprezentace grafu

Seznamem sousednosti (reprezentace polem)
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Grafy — Uvod — Reprezentace grafu

 Plexova struktura

— Vypada jako reprezentace seznamem
sousednosti, akorat vrcholy nejsou ulozeny ve
statickém poli, ale v dyn. strukture (spojovy
seznam)

« => MuZeme meénit pocCet hran i vrcholu



Hledani nejkratsi cesty
- v neohodnocenéem grafu

LA 4

Prohledavanim do Sirky

void unweighted(Vertex s) Slovnicek:

{

Vorton o Adjacent to — sousedici s

q = new Queue(); Enqueue — zaradit do fronty

q.enqueue(s); s.dist=0;
Dequeue — vyndat z fronty
while (!q.isEmpty())
{
v = q.dequeue();
v.known = true; // Not really needed anymore
Slozitost: O(m+n)
for each w adjacent to v
;f (w.dist == INFINITY) n — poéet vrcholl, m — poéet hran
w.dist = v.dist + 1;
w.path = v;
q.enqueue(w);
}
}
}



Hledani nejkratsi cesty
- v neohodnocenéem grafu

» Jak je to s hledanim do hloubky?
— Jak se implementuje?

— Lze vyuzit pfi hledani cyklu a odhalovani
souvislosti grafu?

— Da se pouzit pro hledani nejkratsi cesty?



Poznamka - Hledani do hloubky
(backtracking) - upgrade

— Orezavani
* pokud vidim, ze v nejakém uzlu (stavu) prohledavanim
jeho naslednikii URCITE nenajdu reSeni, neprohledavam
dale, ale vratim se o uroven vys
— Priklad — v grafu projit vSechny uzly a a neurazit pritom délku
vétSinez D
— Heuristika
« Uprednostnim néjakého naslednika mezi jinymi, podle
néjakého kritéria, které mi SNAD urychli hledani reseni

— Priklad(negrafovy) — proskakat Sachovnici koném — pujdeme
na ta pole, z kterych budeme mit nejméné moznosti dalSiho
skoku

- A* algoritmus — zahrnuje prohledavani do sirky i do
hloubky s heuristikou | ofezavanim, viz dale.



Hledani nekratsi cesty v
acyklickem orientovanem grafu

* DAG (directed acyclic graph) shortest path
algorithms

« Jaka je nejkratsi cesta z A do J v tomto




Hledani nekratsi cesty v
acyklickem orientovanem grafu

« Graf je kvuli své strukture rozlozitelny na etapy

Oznacime:

1.
2.

3.

etapa:
etapa:

C,D

etapa:

F, G

. etapa:

. etapa:

Necht' S udava uzel v etapé j a f,(S)
je nejkratsi cesta mezi uzly S a J, plati

fil) = mio {esz + fiulZ)}

nodes Z1n stage j4i

Kde c_, udava spocteny “oblak hran” SZ.
Timto dostavame rekurentni vztah, ktery
resi nas problém.



DAG — reseni ulohy

Zacneme s f;(J)

Etapa 4 _
— Zde se nic nerozhoduije, jen Sa | csszs + fa(Za) | fa(5a) | Decision
prejdeme do J. Tim, Ze jdeme do H I Go to
J tedy dostavame f,(H)=3 a E 4 8 4 H
fo(1)=4. F| ¢ 7 i |
Etapa 3 (viz tabulka S,) G| 6 7 6 H
— Jak spocitat f5(F). Z F mizeme jit
do H nebo do . —
Hrana do H ma hodnotu 6, 52 EES“EZ l;r fa(éﬂ f2{52) Dézstlﬂn
nasleduijici je f,(H)=3. Celkem o
tedy 9. B |11[11] 12 11 Eor F
Hrana do | ma hodnotu 3, C| 7|09 10 T E
9as|edu1|0| je f,(1)=4. Celkem tedy D| g |8 11 8 EorF
— Jakmile se tedy dostaneme do F,
je nelepsi jit pfes | s vydanim = 7. S1 | esiz + fo{Z1) | f2(51) | Decision
— Stejné pro E, G. B | C| D Go to
Pokrac¢ujeme takto az do etapy AJ13|11] 11 [ 11 | CorD

1




DAG shortest path

» Slozitost hledani — O(n+m)
* Nejdelsi cesta v grafu

FC 0
-E'E--_'.-u.' MOXiy ) ek I:EE-_'-! F Cor j

*V diagramu €innosti — ukazuje nejkratsi
c¢as ukonceni projektu



Floyd-Warshalluv algoritmus

Algoritmus hledajici minimalni cestu mezi vSemi
pary vrcholu (all-pair shortest path algorithm)

Vhodny pro huste grafy — v tom pripade rychlejsi
nez Dijkstra opakovany pro vSechny vrcholy

Pracuje s matici sousednosti
Slozitost O(n3)

Muzeme stanovit max. poc€et vrcholu, pres které
se |de

Je technikou dynamickeho programovani — viz
dale



Floyd-Warshalluv algoritmus

public static void allPairs|(
int [][1a, int[][]d. int [][]lpath)

i

int n =

Ffinitialize d and path

for (int
for (1
d[1]

1

a.length:

i=0:;1 < n:
nt j=0; 73 < n; j++) {
(3] = a[i][3]1:
path[i] [J] = HOT A VERTEX:

it++)

for {(int kK = 0; kK < n; Kk++})
i< n; i ++)
{int 3 = 0; 3 < n; j++)
{d[1i] [k]+d[k][3] < d[1]1[3]}) {
Ffupdate shortest path
dfi] [k]+d4[k] [3]:

for (i
for
if

¥

nt i = 0;

d[1] [3] =
path[i] [7]

%

Matice sousednosti je ulozena
vV a

d je matice aktualne
spoctenych nejkratsich
vzdalenosti

path je matice nejkratsich
mezicest, je nainicializovana
na -1

V kazdém kroku algoritmu
zjistuji, jestli existuje mezi
vrcholy i,j kratSi cesta pres
vrchol k, pokud ano, nastavim
vzdalenost v d[i][j] na novou
velikost a do path[i][j]
zaznamenam vrchol k



Floyd-Warshalluv algoritmus

« Priklad — je dana matice sousednosti grafu. FW algoritmem
naleznéte nejkratsi cestu mezi vsemi vrcholy
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Floyd-Warshalluv algoritmus

* Priklad - pokraCovani Nova d
11213 |4
110 N 1 2
11234 112|134 2|N 0 3 1
To NTT 2 1]o N 1]2 O o 00
412 1 5 0
= = [2|N0 3 12 |2/NO 3 1 ) =5 ..
3 3(0l5 3 3 0|5 Nova path
412 1 50 412 150 112 |3 |4
1T 11 -1 -1 -1 =
Kratsi
- - - - t 3
(k,i)=(0,2,2) (k)= (0,2,3) il e J::Z?l:de
1+1 <0 ? 142 < 5 2 3 |-1 1 1|0 é\l pies 0
’NENi JE 4 -1 -1 -1 -1




Floyd-Warshalluv algoritmus

* Rekonstrukce nejkratsi cesty mezi i,

— V path[i][j] je index vrcholu k, pres ktery se
ma jit. Pokud k neni -1 podivam se do path
na nejkratsi cestu mezi i,k a k,j

— Toto opakuji rekurzivné dokud nenajdu
path[i][j] == -1.



Dynamicke programovani

« Algoritmus na hledani nejkratsi cesty v acyklickém grafu
a Floyd-Warshall jsou zastupci techniky dynamického
programovani (DP)

- DP

— Se snazi rozdélit puvodni problém na podproblémy a pro né
nalézt nejlepsi reseni. Reseni vétsiho problému pomoci
nejlepsich malych reseni se provadi na zakladé rekurzivniho
vztahu. Az sem by se jednalo Cisté o techniku Rozdél a
panuj (treba quicksort je RP). Nové a specialni je to, ze se
nejdrive zbavime kandidatu, ktefi nemaiji Sanci na uspéch.
Navic se uklada (do tabulky) informace o kandidatech, kteri
maji Sanci, ze budou vést posloupnost vedouci k nejlepsimu
reseni.

— Problémy resSici DP

* Negrafové - daji se na graf prevést, nebo ne (uzavorkovani
matic, Fibonacciho ¢isla, ...)



DP — zajimavy, neprilis
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Ukolem je rozdélit histogram
rel. cetnosti sedi obrazku na
predem dany pocet oblasti
(barev) M

V kazdém intervalu mezi 0-
255 se podle danych vzorcu
spocte chyba a nasim
ukolem je vybrat takové
rozlozeni intervall, aby
soucet chyb k prislusnym
intervalim byl co nejmensi -
> dostavame dyn. formulaci
problému

D,(O,n]=_min {D, (0,1, ]+€*(r, ,,n]

m:I—m—l



DP — zajimavy, nepfrilis skolni
priklad

* Prevedeni problém na hledani nekratsi cesty v grafu
délky M, ohodnoceni hran je velikost chybové funkce

*Obrazek ukazuje interpretaci na
graf

7 barev (misto 256), nejkratsi
cesta délky 3

*Necha se pouzit naprikiad Floyd-
Warshalluv algoritmus, protoze je
snadno modifikovatelny pro nalezeni
nejratsi cesty predem dané délky

eStaci horni mez pro k v
algoritmu omezit na M, misto na
n (pocet vrcholi)
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Dijkstruv algoritmus

Hledani nejkratsi cesty v
ohodnoceném grafu

Poéita vzdalenosti VSECH
vrcholll od poéate¢niho
Predpokladame:

— Graf je souvisly

— Neorientované hrany

— Ma nezaporné ohodnocené
hrany

Z navstivenych vrcholu
vytvarime mrak. Zpocatku
obsahuje pocatecni vrchol
S, nakonci vSsechny vrcholy

V kazdém kroku — pridame
do mraku vrchol v vné mrak
s nejmensi vzdalenosti d(v)
(prioritni fronta)

Opravime vzdalenosti

vrcholl sousedicich s v
(vede casto k relaxaci hran)



Dijkstruv algoritmus

* Relaxace hran ‘
— Relaxace hrany e

upravuje vzdalenost
d(z) takto: "

;10 d(z) =75

d(z}—min{d(z),d(u)+weight(e)} ﬂ




Dijkstruv algoritmus

+ Priklad(1)

1
|

-
-




Dijkstruv algoritmus

. Pfiklad(2)

ral
)

Shortest Paths g



Dijkstruv algoritmus

Pseudokod

 V prioritni fronté jsou
ulozené nenavstiveneé
vrcholy, které nebyly
propagovany spolecne
se vzdalenostmi, s
kterymi jsme se k nim
dostali

» V kazde iteraci z prioritni
fronty vyhodime vrchol s
nejmensi vzdalenosti
pak provadime relaxaci

* Vrchol z musi byt v Q!

Algorithm DijkstraDistances(G, 5)
@ « new heap-based priority queue
for all v € G.verfices()

if v=s
serDistance(v, 0)
else

sefDistance(v, o«)
l «— Q.insert{getDistance(v), v)
sefLocator(v,i)
while —(LisEmpti{)
i« Q.removeMin()
for all e € G.incidentEdges(u)
{ relax edge e }
7 «— G.opposite(i,e)
r « getDistance(u) + weight(e)
if r < getDistance(z)
setDistance(z,r)
Q.replaceKey(getLocator(z),r)




Dijkstruv algoritmus

* Rozsireni
— jak to provést,
abychom monhli vypsat
vsechny nejkratsi
cesty?
— Pro kazdy vrchol si
budeme pamatovat

hranu, po které jsme
se k nému dostali

Algorithm DijkstraShortestPaths Tree(G, 5)

for all v € G.verfices()

setParent(v, &)

for all e € G.incidentEdges(n)

{ relax edge e |

7« G.opposite(n,e)

r «— getDistance(u) + weight(e)

if r < getDistance(z)
sefDistancelz,r)
setParent(z,e)
Q.replaceKey(getLocator(z),r)




Dijkstruv algoritmus

+ Slozitost
— Vkladani a hledani v prioritni
fronté: log(n)
— Projdeme n vrcholt a m hran
— O((n+m) log(n)) prumérné pri
dobré implementaci
* Proc€ to nefunguje i pro

zaporné ohodnocené hrany?

— Protoze algoritmus je Greedy
(Hladovy)

— Kdyby se pridal do mraku
(hotové vrcholy), mohlo by to
narusit vzdalenosti k
vrcholim, které uz v mraku
jsou

Vzdalenost C od A je
1, ale v mraku uz
mame hotovou
vzdalenost 5



Primuv-Jarnikuv algoritmus

Algorimus na hledani minimalni kostry grafu
(Minimum Spannig Tree)
Kostra grafu

— minimalni souvisly podgraf obsahujici vSechny
vrcholy

— Nema zadny cyklus, je tudiz stromem
Postup stejny jako u Dijkstrovo algoritmu
Dalsi algoritmus na hledani min. kostry grafu —

Kruskalovo hladovy (greedy) algoritmus
(podobné jako Primuv)



Primuv-Jarnikuv algoritmus

. Priklad(1)




Primuv-Jarnikuv algoritmus

. Pfiklad(2)




Prim-Jarnik vs. Dijkstra

Algorithm DijkstraShortestPaths(G, s)
@ & new heap-based priority quene

for all v e Gvertices()
if v=3
setDistance(v, ()
else
setDistance(v, oo)
setParent{v, &)
| & Q.insert(getDistance(v), v)
iETLﬂ'f‘ﬂTﬂJ'{‘l‘%
while —0.isEmpiy(
u = Q.removeMin()
for all e & GincidentEdges(n)
z & G.opposite(u,e)
¢ geiDistan :‘E"I:H} + weight{e)
if r< ﬁﬂﬂiiiﬂ!!ﬁ'
setDistance(z,r)
setParent(z,e)
Q.replaceKey(getLocator(z),r)

Algorithm PrimJarnilkMST{G)

@ < new heap-based priority quene
se—avertex of &
for all v e Gvertices()
if v=3
setDistance(v, ()
else
setDistance(v, oa)
setParent{v, &)
| & Q.insert{getDistance(v), v)
setLocator(v,
while —.isEmpty()
u = Q.removeMin()
for all e & GuincidentEdges(n)
1 & G.opposite{n,e)
¢ weightie)

if r< ﬁftﬂmmw
setDistance(z,r)

setParent(z,e)
Q.replaceKey(getLocator(z),r)




Hladove (greedy) algoritmy obecne

Dijkstra, Kruskal, Prim

Globalniho optimalniho reseni se dosahne
provedenim lokalni nejvhodnegjsi operace

— =>v kazdém kroku vypocCtu dochazi k serazeni
kandidatu podle jejich kvality (prioritni fronta) a
pouzitim nejlepsiho

=> greedy algoritmy nemusi vzdy dosahovat

optlmalnlho reseni jako Dijkstra, avsak jejich pouzitim
muzeme dojit néjakému, uspokojivému reseni

Co je to “optimalni™?

Priklad - negrafova uloha — problém batohu (0/1
Knapsack)



A* algoritmus

* Hledani nejkratsi cesty stavovym prostorem

« KCemu je dobry:
— Situace: Mam neorientovany graf, hledam cestu

A->B.

« Pokud bych bod B muze byt od A kdekoliv, tzn. nemam
zadnou doplnujici informaci o poloze B, budu zvétSovat
okruh navstivenych vrcholt kolem A podle Dijkstrova
algoritmu.

« Mam aditivni informaci o B, napr. B lezi na sever od A. V
tomto pripadé je vhodnejsi pouzit A* algoritmus



Viastnosti A*

Kazdy zpracovavany uzel je ohodnocen funkci f =g + h,
g je suma vsech ohodnoceni, kterymi jsme doposud
prosli, h je heuristicka funkce - odhad cesty k finalnimu
uzlu (stavu).

Garantuje nalézt nejkratSi cestu z A->B, pokud h nikdy
nepreceni ohodnoceni zbytku cesty k final. uzlu.

Cim vice mame relevantni informace o hledaném uzlu,
tim rychleji jej dosahneme.

OPEN

— vSechny uzly, které byly otevreny a neproslo se jimi

— prioritni fronta

CLOSED - vSechny uzly, kterymi se proslo



A* algoritmus

inicializu] seznam O0PEH
inicializu] seznam CLOSED

rloz startovni uzel do OPEH {(f poloz rovne 0}

while =seznam 0PEH nenli prazdny

najdi uzel = nejmensi
vynde] q = 0OPEH

rf v OPEH, nazveme ho "qg"

rvyygeneru] H nasledorvrniku g a nastavr jejich rodice na g
Tor kKazdyho nasledornika
pokud nasledovrnik je cil, zastar hledani

nasledornik.g = g.qg + rvzdalenost mezi nasledornikem a (g
nasledornik.h = domela rvzdalenost od naslednika k cili
nasledornik.f = nasledornik.qg + nasledovrnik.h

if uzel na stejne
s mensi £ nez
if uzel na =tejne
s mensi £ nez

pozici jako je nasledovnik, Jje v 0OPEH
nasledovrnik, preskoc ho

pozicli jJako Je na=sledovrnik,; Je v CLOSED
nasledovrnik, preskoc ho

Jinak vloz uzel do OPEH

end
vloz g do CLOSED
end



A* algoritmus — priklad negrafovy

* h(n) =D * (abs(n.x-goal.x) + abs(n.y-goal.y))
— Funkce pro odhad délky zbytku cesty




NP-uplneé grafove problemy

TSP (Travelling Salesman Problem)

— Acyklicky, neorientovany, souvisly graf., nasSim
ukolem je pocCinaje vrcholem S navstivit vSechny
vrcholy v grafu prave jednou tak, aby cesta byla co
nejkratsi, a vratit se do S

Hamiltonovska kruznice
— To sameé co TSP, akorat cesta nemusi byt nejkratsi

Pokryti vrcholu grafu max. velikosti X.

— Vybér vrcholu grafu tak, Ze se budou dotykat vSech
hran z nich vedouci maji dohromady ohodnoceni co
nejblize danemu X



NP-uplnost

P — problemy resitelné
polynom. algoritmy

NP — nedeterministickymi
polynomialnimi algoritmy

NP — uplné — NP, které jsou na
sebe deterministicky v
polynom. Case preveditelné
Co to znamena slovo NP?
Co jak prakticky pozname, ze
je problem NP?

P = NP?

‘| PProblems )

NP Problems

-'Il'lll

lllll'--l ) ) ..Il. .
| NP Complete



