SOUromy

Binarni
Vyhledavaci
Stromy, u
kterych je
casova
slozitost
operaci v
nejhorsim
pripadé
rovna O(log

n)



Viastnosti Red-Black Stromu

Vlastnosti Red-Black stromu

* Kazdy uzel stromu je obarven ¢ervenou nebo

%//// %//// ¢ernou barvou.
* Koren stromu |e obarven cerné.
///// ///// ///// // r J cerne
nil X nil X nil R nil X nil
* Listy (nil) jsou ¢erne.
) e 2\ @E . Cerveny uzel ma pouze terné syny.
7
nil Wil * Na kterékoliv cesté z koirene do listu lezi stginy

pocet ¢ernych uzli

Cernavy3ka (black-height bh(x) ) uzlu x je poc¢et ¢ernych uzla nacesté z uzlu x
(debez uzlu x) k listu. Bh(T) stromu T jerovnabh(r), kder je koren stromu.



VysSka Red-Black stromu s n uzly

nil A nil B nil § nil A nil

nil A nil nil nil A nil
nil A nil

Lemma: Red-black stromT sbh(T)=h

ma minimalne 2" — 1 uzyu.

Lemma: Red-black stromT sbh(T)=h

ma maximané 2h uzu.

Dusledek: Red-black ssromsnuzly ma

vysku maximalne 2 log (n + 1).

Dusledek: Operace nad red-black
stromem velikosti n maji ¢casovou slozitost

O(log n)




RB strom a implementace
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Rotace

Pravarotace

L evarotace



Operace rotace se provadi v konstantnim ¢ase

Prava rotace




Operace rotace se provadi v konstantnim ¢ase

Pravarotace




Operace rotace se provadi v konstantnim ¢ase

Pravarotace




Operace rotace se provadi v konstantnim ¢ase

Pravarotace




Operace rotace se provadi v konstantnim ¢ase

Pravarotace




Vlozeni prvku do Red-Black stromu
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Vklédany prvek: 21



Vlozeni prvku do Red-Black stromu
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nil M nil M nil } nil

Vkladany prvek: 21

Vlastnosti Red-Black stromu

* Kazdy uzel stromu je obarven ¢ervenou nebo
¢ernou barvou.

* Koren stromu je obarven ¢erné.
* Listy (nil) jsou éerne.
* Cerveny uzel ma pouze éerné syny.

* Na kterekoliv cesté z korene do listu lezi stgjny
pocet ¢ernych uzlia

SN N X X X



Vlozeni prvku do Red-Black stromu
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nil  nil

VKkladany prvek: 3



Vlozeni prvku do Red-Black Stromu

170,

7¢ )19
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nil M nil M nil M nil K nil

Vlastnosti Red-Black stromu

* Kazdy uzel stromu je obarven ¢ervenou nebo
¢ernou barvou.

* Koren stromu je obarven ¢erné.

* Listy (nil) jsou ¢erne.

1¢ 25¢) )49 Problém dvou ¢ervenych uzli
nil ul) \ @D ED . Cerveny uze ma pouze éerné syny.
)3 33
ol S ) e * Na kterekoliv cesté z korene do listu lezi stgjny

Vkladany prvek: 3

pocet ¢ernych uzli

Cil:Obnovit vlastnosti Red-black stromu
prebarvenim uzlt popr. provedenim rotaci

S X X

[ ]x



Prvku do
- Red-Black-

Stromu
Vlastnosti Red-Black stromu

* Kazdy uzel stromu je obarven ¢ervenou nebo
¢ernou barvou.

* Koren stromu je obarven ¢erné.

S X X

* Listy (nil) jsou ¢erne.

* Cerveny uzel méa pouze éerné syny.

* Na kterekoliv cesté z korene do listu lezi stgjny
pocet ¢ernych uzli

BYE

Cil:Obnovit vlastnosti Red-black stromu
prebarvenim uzlt popr. provedenim rotaci

Vkladany prvek: 3



Obnoveni vlastnosti Red-black stromu

B Vestromu existuje pouzejeden ¢erveny uzel x jehoz predchiidce je ¢erveny

W Postup:

W Opravit problém dvou cervenych uzli x

W Oprava muze zpasobit stejny problém u predka -> je nutné postupovat smérem
ke koreni a upravit totéz i u predki

W Plati nasledujici:

W Jelikoz x ma c¢erveného predka pak x neni koren stromu.

W Je-li parent[x] ¢erveny, pak ani on neni koirenem tj. existuje parent[parent[x]].
W Je-li parent[x] éerny, pak upravy konci.

parent| parent[x]

parent| parent[x]]




Algoritmus vlozena prvka do RB stromu

RB-INSERT(T, z)

1y« nl[T]

X <« root[T]

while x # nil[T]

doy «x
if key[z] < key[x]

then x < [eft[x]
else x « right[x]

plz] «y

9 ify=ml[T]

10 then root[T] « :

[T else if key[z] < key[y]

12 then left[y] « :

13 else right[y] « :

14 left[z] « nil[T]

15 right(z] < nil[T]

16 color[z] < RED

7  RB-INSERT-FIXUP(T, z)

0 ~J N W B W



RB-INSERT-FIXUP(T, z)

1
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11
12
13
14
15

16

while color[p(z]] = RED

do if p(z] = left[p[plz]]]

then y < right[p[p[z]]]
if color[y] = RED

then color[p[z]] « BLACK
color[y] < BLACK
color[p[p(z]]] < RED
z < plplz]]
else if z = right[p|z]]
then z < p|[z]
LEFT-ROTATE(T, z)
color[p[z]] < BLACK
color[p[plz]]] < RED
RIGHT-ROTATE(T, p[pl(z]])
else (same as then clause
with “right” and “left” exchanged)
color[root[T ]] < BLACK

> Case 1
> Case 1
> Case |
> Case 1

> Case 3
> Case 3
> Case 2
> Case:2
> Case 2



Obnoveni vlastnosti Red-black stromu

B EXxistuji 3 pripady:
W parent[x] ajeho bratr jsou parent| parent[x]]
cerveni Prebarveni

W parent[x] je derveny, jeho parent[x] Z %@ W

XY

bratr je cerny, and X je levy
syn svého rodice X
Wjako v pripade 2; dexje

pravy syn svého rodice Pripad 1

Pripad 2

N



Obnoveni vlastnosti Red-black stromu

W Existuji 3 pripady:

MW parent[x] jeho bratr jsou
cerveni

W parent[x] je cervrny, and X

jelevy syn svého rodice

Wjako v pripade 2; dexje

oravy syn sveho rodice

Pripad 3

Prebarveni +
Pravarotace

7



Vlozeni prvku do Red-black stromu - shrnuti

Pozor ovani:

K azdy z uvedenych pripadi je proveden v konstantnim c¢ase

Pripad 1 piresouva x o dva kroky blize ke koreni a neprovadi sev ném zadné
I otace — pouze se pirebarvuji uzly

BV Pripadé 2 a 3, seprovadi 1 nebo 2 rotace; pak upravy konéi

Lemma: VIozeni prvku do red-black stromu s n uzly ma c¢asovou slozitost O(log n)
aprovadi se v ném pouze 2 rotace.




Zruseni uzlu v Red-Black stromu

Vlastnosti Red-Black stromu

17 * Kazdy uzel stromu je obarven ¢ervenou nebo
¢ernou barvou.
7 7
7 13 18 //// 19 * K ofen stromu je obarven &erné.
5€0 0 U0 037 Lisy (nil) jsou erne

nil X nil R nil R nil Rnil
17 250 ) © )49 - Cerveny uzel ma pouze erné syny.
nil X nil nil NN nil R il
y/ 33 * Na kterékoliv cesté z korene do listu lezi stejny

pocet ¢ernych uzli
nil X nil

Ruseny prvek: 25

SN N X X X
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nil A nil

nil B nil Enil § nil § nil
330 ©)49

nil M nil M nil } nil

Ruseny prvek: 25

| stromu
Vlastnosti Red-Black stromu

* Kazdy uzel stromu je obarven ¢ervenou nebo
¢ernou barvou.

* Koren stromu je obarven ¢erné.
* Listy (nil) jsou ¢erne.

* Cerveny uzel méa pouze éerné syny.

SN N X X X

* Na kterekoliv cesté z korene do listu lezi stgjny
pocet ¢ernych uzli



Zruseni uzlu v Red-Black stromu

Vlastnosti Red-Black stromu

17 * Kazdy uzel stromu je obarven ¢ervenou nebo
¢ernou barvou.
7 7
7 13 18 //// 19 * K ofen stromu je obarven &erné.
5€0 0 U0 037 Lisy (nil) jsou erne

nil X nil R nil R nil Rnil
17 250 ) © )49 - Cerveny uzel ma pouze erné syny.
nil X nil nil NN nil R il
y/ 33 * Na kterékoliv cesté z korene do listu lezi stejny

pocet ¢ernych uzli
nil X nil

Ruseny prvek: 18

SN N X X X



Zruseni uzlu v Red-Black stromu

Vlastnosti Red-Black stromu

17 * Kazdy uzel stromu je obarven éervenou nebo
¢ernou barvou.
7 3 mj///% 19 * Koren stromu je obarven ¢erné.
5 f///l ’:////1 31 . Listy (nil) jsou &erné.
10 250 ) ¢ )49 - Cerveny uzel mé pouze terné syny.
) S nil AN nil X nil

% 33 * Na kterékoliv cesté z koirene do listu lezi steginy

pocet ¢ernych uzli
nil X nil

Ruseny prvek: 18

SN N X X



Zruseni uzlu v Red-Black stromu
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nil nil A nil
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nil A nil

Ruseny prvek: 18

Vlastnosti Red-Black stromu

* Kazdy uzel stromu je obarven ¢ervenou nebo
¢ernou barvou.

* Koren stromu je obarven ¢erné.

* Listy (nil) jsou éerne.

* Cerveny uzel méa pouze éerné syny.

* Na kterekoliv cesté z korene do listu lezi stgjny

pocet ¢ernych uzli

Prvni krok: Ozna¢ime syna zruseného uzlu
jako extracerny (“doubly black™)

SN N X X



Zruseni uzlu v Red-Black stromu
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Ruseny prvek: 18

Vlastnosti Red-Black stromu
Barva neodpovida

*Kazdy uzel stromu je obarven ¢ervenou
nebo ¢ernou barvou.

*K oren stromu je obarven ¢erné.
* Listy (nil) jsou ¢erne.
*Cerveny uzel ma pouze &erné syny.

*Na kterékoliv cesté z korene do listu lezi
stelny pocet ¢ernych uzli

S X I K



Zruseni uzlu v Red-Black stromu
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Ruseny prvek: 18



Korekce barvy uzla v RB stromu
Predpokladegime ze x je levy syn svého rodice ajeho bratr w je cerny.

B Existuji 3 pripady, zavisgjici parent[X] e
na barveé syna w:

B Oba synove w jsou cerni

W Pravy synw je Cerveny

B Levy synw jecerveny apravy
jecerny

Pripad 2

4|_



Korekce barvy uzla v RB stromu
Predpokladegime ze x je levy syn svého rodice ajeho bratr w je cerny.

B EXxistuji 3 pripady, zavisgici
na barveé syna w:

B Oba synove w jsou cerni

W Pravy synw je Cerveny

B Levy synw jecerveny apravy
jecerny

Pravarotace

pripad3 | | | PApad 2




Korekce barvy uzla v RB stromu

Pripad 4: Pravy bratr wuzlu x jecerveny.

Pripad 4

POzor ovani:

Pripady 2 a3 provadi maximalng 2 rotace; pak je vse hotovo

Pripad 1 pouze prebarvuje a piresouva korekcl o jeden krok blize ke koreni
Pripad 4 provadi pouze jedinou rotaci a presouva korekci o jeden krok dale od
Korene!

Lemma: ZruSeni uzlu v red-black stromu s n uzly mac¢asovou slozitost O(log n) a
provadi maximalng tri rotace.

4r



Algoritmus zruseni prvku RB stromu

RB-DELETE(T, z)
1 if left[z] = nil[T] or right(z] = nil[T]

2 then y < 2
3 else y « TREE-SUCCESSOR(z)
4 if left[y] # mil[T]
5 then x < left[y]
6 else x <« right(y]
7 plx] < plyl
8 if ply] = mil[T]
9 then root[T] <« x
10 else if y = left[plyl]
11 then left[p[y]] < x
12 else right[p[y]] < x
13 fys#z
14 then key[z] <« keyly]
15 copy y’s satellite data into z

16 if color[y] = BLACK
17 then RB-DELETE-FIXUP(T, x)
18 return y



Algoritmus zruseni prvku RB stromu

RB-DELETE-FIXUP(T, x)

1
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20
21
22
23

while x # root[T] and color[x] = BLACK
do if x = left[p[x]]
then w < right[plx]]
if color[w] = RED
then color[w] < BLACK

color[p[x]] < RED
LEFT-ROTATE(T, plx])
w <« right[p[x]]

> Case 4
> Case 4
> Case 4
> Case 4

if color[left[w]] = BLACK and color[right{w]] = BLACK
then color{w] < RED

x < plx]

else if color[right{w]] = BLACK

then color(left{w]] <— BLACK

color{w] <~ RED
RIGHT-ROTATE(T, w)
w <« right[p[x]]

color[w] <« color[p(x]]

color[p[x]] < BLACK ~

color[right{w]] <« BLACK -

LEFT-ROTATE(T, pl(x])

x <« root[T]

> Case 1
> Case 1

> Case 3
> Case 3
> Case 3
> Case 3
> Case 2
> Case 2
> Case 2
> Case 2
> Case 2

else (same as then clause with “right”” and “left” exchanged)

color[x] < BLACK



