3/
Stromové struktury (AVL, BVS, B, Red-Black) a jejich implementace
AVL strom (Adelson-Velskii, Landis) vyvážený strom
AVL strom je výškově vyvážený binární vyhledávací strom, pro který platí, že pro libovolný vnitřní uzel stromu se výška levého a pravého syna liší nejvýše o 1.
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· Vyváženost AVL stromu se kontroluje po každé operaci vložení a zrušení prvku, v případě že je vyváženost porušena, provádí se opětovné vyvážení pomocí jedné popř. několika rotací v jednotlivých částech stromu. 

· Implementace je obdobná jako u BVS, datová struktura pro uzel stromu je doplněna o celočíselnou proměnnou reprezentující stupeň vyváženosti uzlu, který může nabývat následujících hodnot:

0 – oba podstromy jsou stejně vysoké

1 – pravý podstrom je o 1 vyšší  

2 – pravý podstrom je o 2 vyšší

-1 – levý podstrom je o 1 vyšší

-2 – levý podstrom je o 2 vyšší
· Rotace : 

· Jednoduchá pravá (levá) – používáme pokud vyvažujeme přímou větev, tj. jsou-li znaménka stupně vyváženosti stejná 

· Dvojitá pravá (levá) – používá se tehdy pokud nejde použít jednoduchá rotace – vyvažujeme-li „zalomenou” větev. 

· Případ 1: Pravý syn bude mít po operaci vložení hodnotu +1

· Pokud měl uzel R před vložením prvku do pravého podstromu stupeň vyvážení +1, a pravý syn X uzlu R hodnotu 0 bude mít X po vložení prvku Z do pravého podstromu XR hodnotu +1 a uzel R hodnotu +2. K opětovnému vyvážení použijeme levou rotaci v uzlu R 
[image: image2.jpg]Strom pFed vioZenim prvkuZ Strom po viozenim prvkuZ
(vyvazeny) (nevyvazeny)

Znovu vyvazeny strom - jednoduchd leva rotace





· Případ 2: Pravý syn bude mít po operaci vložení hodnotu -1

· Stupeň vyvážení pravého podstromu uzlu R je v tomto případě -1, protože Z je vložen do XL. Stupeň vyváženosti uzlu R se změní z +1 na +2. Ke opětovnému vyvážení je nutné provést 2 rotace, první je pravá rotace kolem X, druhá levá kolem R. Výška stromu zůstává po vyvážení stejná jako před vyvážením. 
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Algoritmus vložení prvku X do AVL stromu
1. Vyhledávání X v S, dokud není zřejmé že prvek ve stromu S neexistuje

2. Zařazení X v místě, kde se ukončilo vyhledávání

3. Zpětný přepočet stupňů vyvážení S od přidaného uzlu vzhůru (od listu ke kořenu). V případě že došlo k rozvážení S (v místě, kde se poprvé vyskytne stupeň vyváženosti s hodnotou +2) se vykoná následující bod

4. Vyvážení S jednou ze dvou výše uvedených rotací 
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Zrušení prvků v AVL stromu

· Rušení prvků je podobné jako u BVS stromu, po zrušení prvku je nutné provést kontrolu stupně vyváženosti uzlů směrem ke kořeni a v případě že je to nutné znovu vyvážit strom pomocí jednoduchých popř. dvojnásobných rotací 
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BVS (Binární vyhledávací stromy)

je datová struktura založená na binárním stromu, v němž jsou jednotlivé prvky (uzly) uspořádány tak, aby v tomto stromu bylo možné rychle vyhledávat danou hodnotu.
· Vkládání prvků do lineárních implementací uspořádaných množin a hledání prvků v takových implementacích neuspořádaných množin je časově náročné. Pro BVS jsou v průměrném případu obě tyto operace efektivní.

· Hodnoty v uzlech jsou uspořádány tak, že pro každý uzel stromu u platí:

· hodnota uložená v u je větší nebo rovna než hodnota uložená v levém podstromu u
· hodnota uložená v u je menší nebo rovna než hodnota uložená v pravém podstromu u
Pak lze v tomto stromu jednoduchým způsobem vyhledat danou hodnotu h:

1. nastav kořen jako aktuální uzel (u)

2. pokud je v u uložená hodnota h, algoritmus končí (a vydá u)

3. je-li u list, algoritmus končí (hodnota h nebyla ve stromu nalezena)

4. hodnota h se porovná s hodnotou v u (nechť je tato hodnota h') 

a. je-li [image: image7.png]


, do u se uloží levý syn u
b. jinak se do u uloží pravý syn u
5. pokračuj bodem 2
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Rychlost vyhledávání závisí na tom, jak je strom vyvážen. Pro vyhledání dané hodnoty ve stromu jím stačí jednou projít výše uvedeným způsobem. Časová složitost tohoto algoritmu je úměrná výšce stromu. Má-li binární strom n listů, je jeho výška (a tedy i rychlost vyhledávání) rovna minimálně log2 n a maximálně n. Otázka správného vyvážení je z tohoto pohledu kritická a řeší jí například AVL-strom.
Red-Black stromy

Binární Vyhledávací Stromy, u kterých je časová složitost operací v nejhorším případě rovná O(log n)
Vlastnosti Red-Black stromů

· Každý uzel stromu je obarven červenou nebo černou barvou.

· Kořen stromu je obarven černě. 
· Listy (nil) jsou černé. 
· Červený uzel má pouze černé syny.
·  Na kterékoliv cestě z kořene do listu leží stejný počet černých uzlů 
Černá výška (black-height  bh(x) ) uzlu  x je počet černých uzlů na cestě z  uzlu x (ale bez uzlu x) k listu. Bh(T) stromu T je rovna bh(r), kde r je kořen stromu.
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RB a implementace
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Rotace
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· Operace rotace se provádí v konstantním čase

Obnovení vlastností Red-Black stromu
Existují 3 případy:
· parent[x] a jeho bratr jsou červení 
· parent[x] je červený, jeho bratr je černý, and x je levý syn svého rodiče 
· jako v  případě 2; ale x je pravý syn svého rodiče 
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Vložení prvku do Red-Black stromu shrnutí

Pozorování: 

· Každý z uvedených případů je proveden v konstantním čase

· Případ 1 přesouvá x o dva kroky blíže ke kořeni a neprovádí se v něm žádné rotace – pouze se přebarvují uzly 
· V Případě 2 a 3, se provádí  1 nebo 2 rotace; pak úpravy končí 
Lemma:  Vložení prvku do red-black stromu s n uzly má časovou složitost O(log n) a provádí se v něm pouze 2 rotace. 
Korekce barvy uzlů v RB stromu

Předpokládejme že x je levý syn svého rodiče a jeho bratr  w je černý.
Existují 3 případy, závisející na barvě synů w:
· Oba synové w jsou černí 
· Pravý syn w je červený

· Levý syn w je červený a pravý je černý
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Případ 4:  Pravý bratr  w uzlu x  je červený.
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Pozorování:
· Případy 2 a 3 provádí maximálně 2 rotace; pak je vše hotovo 
· Případ 1 pouze přebarvuje a přesouvá korekci o jeden krok blíže ke kořeni 
· Případ 4 provádí pouze jedinou rotaci a přesouvá korekci o jeden krok dále od kořene!
Lemma:  Zrušení uzlu v red-black stromu s  n uzly má časovou složitost O(log n) a provádí maximálně tři rotace.
B-strom

Definice B-stromu

B-strom řádu m je strom, kde každý uzel má maximálně m následníků a ve kterém platí:
1.
Počet klíčů v každém vnitřním uzlu, je o jednu menší než je počet následníků (synů) 

2.
Všechny listy jsou na stejné úrovni (mají stejnou hloubku) 
3.
Všechny uzly kromě kořene mají nejméně [image: image20.png]


následníků(   [image: image22.png]


 klíčů) 
4.
Kořen je buďto list, nebo má od 2 do m následníků 
5.
Žádný uzel neobsahuje více než m následníků ([image: image24.png]


 klíčů)
Příklad B-Stromu
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Vytvoření B-stromu

· Předpokládejme, že začínáme s prázdným  B-stromem a ukládáme klíče v následujícím pořadí: 1  12  8  2  25  5  14  28  17  7  52  16  48  68  3  26  29  53  55  45
· Chceme vytvořit  B-strom řádu m=5, tj.každý uzel (kromě kořene) obsahuje nejméně 2 klíče a nejvýše 4 klíče.
· První 4 klíče :
[image: image27.png]



· Vložení páté položky (klíč 25)  poruší podmínku 5 (dojde k tzv. přeplnění stránky)

· Přeplňená stránka se rozdělí na dvě, prostřední prvek se přesune do nadřazené stránky
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Další položky 6, 14, 28 budou vloženy do listů (listy se obsazují nejdříve 
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Vložení prvku do B-stromu shrnutí

· Nový prvek se vždy vkládá do listové stránky, ve stránce se klíče řadí podle velikosti. 
· Pokud dojde k přeplnění listové stránky, stránka se rozdělí na dvě a prostřední klíč se přesune do nadřazené stránky (pokud nadřazená stránka neexistuje, tak se vytvoří) 

· Pokud dojde k přeplnění nadřazené stránky předchozí postup se opakuje dokud nedojde k zařazení nebo k vytvoření nového kořene. 
Rušení prvku B-stromu – rušení v listech bez podtečení velikosti stránky

Předpokládejme B-strom 5 řádu... 
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Zrušení klíče 2:  Jelikož ve stránce je dostatečné množství klíčů. Dojde pouze ke zrušení hodnoty 2 v listové stránce.

Rušení prvků B-stromu – rušení prvku v ostatních stránkách (kromě listů) bez podtečení velikosti stránky

Zrušíme prvek 52
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Rušení prvků ve stránce s minimálním počtem klíčů – sousední stránky obsahují také minimální počet klíčů

Zrušíme prvek 72
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Rušení prvků ve stránce s minimálním počtem klíčů – sousední stránky obsahují dostatek klíčů
Zrušíme prvek 22
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Implementace B-stromu – dynamická
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Implementace B-stromu – statická
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